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混合電解質水溶液のPitzer式 ( その6 )- 同符号異種イオン間静電相互作用一 
Pitzer Equation for Aqueous Solution of M ixed Electrolytes (VI) : Electrostatic 
Interaction Between Unlike Ions of the Same Sign 
、i 江 靖 弘* 
SHIBUE Yasuhiro 
Pitzer (1975, J. Soln., Chem., 4, 249 265) は同符号異種イオン間相互作用への“higher-order electrostatic terms” を導い
た。 この時に計算式とその導出過程の概略を示しているだけであった。 本報告で計算式を導く過程を詳しく記した。 
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1 はじめに
筆者は, これまでの報告で多成分系混合電解質水溶液
の過剰ギブスエネルギーと浸透係数を与える式 (、 江, 
2016a, 2016b, 2017b) , イオンの活量係数を与える式
(、 江, 2017a) , 電気的中性化学種が溶解している単一 
電解質水溶液の過剰ギブスエネルギ ,ー 浸透係数, 溶質
の活量係数を与える式を示した(、i 江, 2017b)。 さらに, 
多成分系混合電解質水溶液に複数種の電気的中性化学種
が溶解している場合を考えて, この水溶液の過剰ギブス
エネルギ ,ー 浸透係数, 溶質の活量係数を与える式を導
いた (、i 江, 2018)。 本報告では, 同符号異種イオン間
相互作用に関してPitzer (1975) が求めた式を導く 。 
Pitzer (1975) はHC1 (aq) とAICl3 (aq) の混合電解質水
溶液や HCl (aq) とSrC12 (aq) の混合電解質水溶液では




部分 EθとEθのイオン強度に関する偏導関数Eθ' に分けた。 
つまり, Pitzer (1975) は同符号のイ オン1 とイ オンJ 
(陽イオンi と陽イオンJ あるいは陰イ オン1 と陰イ オン
J) の間での同符号異種2 イオン間相互作用a),Jを次の式
(1) のように表した。 
y = 'θ,J十 fθ,y十Sθy (1) 
Sθは経験的に求める値であるのに対してEθと Eθ' は温度 ・ 
圧力 ・ イオン強度から計算することができる値とした。 
Pitzer (1975) は Eθと Eθ ' を “higher-order electrostatic 








Eθを求めるためにPitzer (1975) は同符号異種イ オン
間相互作用の大きさをFriedman (1962) が求めた水溶液
の過剰へルムホルツエネルギー Fnedman, Eの計算式 を参考
にして求めた。 Friedman (1962) が求めた計算式を引用
してPitzer (1975) が示したものを表1 中の式 (2) とし
て示す。 右辺の第1 項に現れているπは円周率, k はボ
ルツマン定数, Tは絶対温度, v は水溶液の体積 (単位
は cm3) , Kはイオン強度と水の密度と比誘電率と温度に
依存する値, c, と c は単位体積 ( 1 cm3) 中のイ オンz 
とイ オンJ の個数 , z, と zJはイ オンz とイ オンJ の電荷
数, 1は温度に依存する値, u, はイオン間相互作用に相
当する (pitzer は J, を用いたが, ここでは記号をU, に
替えている)。 Pitzer は Kの定義式を表1 中の式 (3) と
して与えた。 Friedman (1962) は式 (3) とは別の形式で
Kの定義式を与えたが, Friedmanの定義式を変形すれば
式 (3) と同一になる。式(3) 中の eは素電荷, NAはア
ボガドロ定数, dwは純水の密度 (単位は g/cm3) , eは純
水の比誘電率を表す。1 は表 1 中の式 (4) で定義されて
いる値である。 式(2) 中の c, はイ オン, の質量モル濃
度m, と表1 中の式 (5) で関係付けられる ( i をJ に置換
すれば cJとm の関係式を得ることができる)。
式 (2) は過剰へルムホルツエネルギー を ビリ アル展
開し第2 ビリアル項で打ち切ったものに相当する。 式
(2) の右辺中の括弧で括った項が第2 ビリアル係数B, 
平成30年4 月10日受理
表 1 Pitzer (1975) が引用した過剰へルムホルツ
エネルギー を与えるFriedman (1962) の式
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表中の記号の意味については本文参照。 これ以降
の表についても同様。 
に相当している(Pitzer, 1991, p. 78, p. 122)。 混合気体
で使用されているビリアル係数は液体にも使用されてい
る (例えば, McQuarrie, 2000)。 したがって, この対比
に無理はない。 ただし, 気体に関するビリアル展開とは
右辺の第 1 項が違っており, 第 1 項は Friedman (1962) 
が求めたデバイ ー ヒユツケルの極限則である (例えば, 
Rasaiah, 1973)。
第 2 ビリアル係数を粒子1 個当たりの値で示すと表2 
中の式 (6) になる (Pitzer, 1991)。 式 (6) の右辺に現れ
ているuり は粒子間のポテンシャルを表し, 粒子 , と J の
間で斥力が働く時には正の値を取り引力が働く時には負
の値を取る。 そして, 式 (6) 中の r, は粒子間距離を表
す。 そこで, Pitzer (1975) は式 (6) で与えているB, が
式 (2) の右辺の括弧内の値に相当すると考えた。 つま





粒子間のポテンシャルu, をPitzer (1995) が示した方
法に沿って求める。 水溶液中でイオンJ を中心にしてJ 
から距離 r, に存在するイオンiの濃度を中心イ オンJ に
よる電位,1,Jを用いて表すこ とを考える。 この時に中心







rjj dr11 (7) 
イオンを半径r。の球とみなす。 電位,はデバイ ー ヒユツ
ケルの理論を説明する多 く の教科書中で導かれている
(例えば, Tester and Modell, 1997, pp 516-524)。 電
位,j, の計算式を表3 中の式 (8) として示す。 式(8) は
異符号イオン相互作用から求められているものであるが, 
この式から求められる電位は同符号イオン間相互作用に
も適用できる。 なお, 式 (8) 中で2種類の 「e」 が現れ
ている。 斜体にしていない 「e」 は指数関数を表してお
り斜体にして素電荷を表している 「e」 とは異なる。
z,e,l, はイ オン, とイ オンJ の間に働く 静電気力と等し
く なるので, Pitzer (1975) は式 (7) に現れているuy を
z,e Jと等しいとおいた。 Pitzer (1973) は z,e Jを kTで割っ
た値をq,J と定義して計算式を簡略化した。 ここでもそ
のように取り扱う。 Pitzer (1973) が定義したq, を表3 
中の式 (9) として示す。




さい時のq,, を表す式を用いた。 イオン強度が0 に近づ
く と式(3) より,cの値も0に近づく。式(9) 中でKr。を
含む項が右辺の分母と分子に現れているが, r。は定数で
あるのでKの値が 0 に近づく時にKroも 0 に近づく。 Kro 
を含む指数関数の項をTaylor展開してKroを含む分数式
を立てると表3 中の式 (10.1) になる。2 次以上の項を
無視することができるので式(10.2) として示す通り1 
に近づく。 そこで, イオン強度が極めて小さい時には式
(9) の代わりに式 (11) を用いることができ, このq,Jを
用いてB, を表3 中の式 (12) で計算することができる。
Pitzer (1975) が用いたq, は表 3 中の式 (11) に負号を
付けたものである。 ここではPitzer (1973) が定義した
表 3 イオンJ の周囲の電位,1,Jの計算式 , q,Jの定
義式 , および第2 ビリアル係数B, とq, の関係
zJe eK「o e K y 






1 「1十Kr0十1 ( Kr0) 2 十_ l (101) 












B f・= 2π」[1- exp( - q lり・)]「j d「り・(12) 
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q,,から求められる式 (11) を用いている。 
3 Pitzer式とFriedman (1962) の式
第 2 ビリアル係数B, に関する計算を続ける前に式(2) 




ギー GEを表4 中の式 (13) で表した。 この式の導出は
i 江 (2016b) が詳しく示している。 右辺の第1 項とし
て現れているf は表 4 中の式 (14) で定義されている。 
式 (13) 中のその他の記号の意味については、i 江 (2016a, 
2016b) 中で示しているので省略する。 すべてのイオン
の質量モル濃度が0に近づく と式(13)の右辺は一4A I3'2 
に近づく ことを示す。式(14) 中の対数関数をテーラー
展開すると表4 中の式 (15) になる。bl''2が 0 に極めて
近い時には右辺の第2 項以降を無視することができるの
で表4 中の式 (16.1) が成立する。式(16.1) を整理する
ことで式(16.2) を得ることができる。式(16.2) に基づ
いて考えると式(13) の右辺の第 1 項は質量モル濃度の
3/2乗と関連する関数である。 式(13) の右辺のその他の
項は質量モル濃度の2 乗あるいは3 乗と関連する関数に
なる。 したがって, すべてのイオンの質量モル濃度が0 
に近づく時には式(13) の右辺の値は式 (16.2) で近似
することができる。 これが, 過剰ギブスエネルギーの極
限則になる。 なお, 式 (14) や式 (16.2) 中に現れてい
るデバイ ヒ ユツケルのパラ メ ータA は表 4 中の式
(17) で定義されているものである。
今度は式 (2) をすべてのイオンの質量モル濃度が0 
に近づく時で考える。式(3) と式 (5) より式 (2) の右
辺の第 1 項は質量モル濃度の3/2乗と関連する関数であ
り右辺の第2 項として取っている総和は質量モル濃度の
2 乗と関連する関数である。 したがって, すべてのイオ
ンの質量モル濃度が0 に近づく時には式(2) の右辺の
値は第 1 項で与えられる値に近づく。 そこで, 式 (2) 
の右辺の第 1 項が式 (16.2) と同等であることを示す。 
まず, 式 (2) の右辺の第 1 項に式 (3) を代入すると表
4 中の式 (18.1) になる。Aφ と関連付けるために式
(18.2) のように変形した後, Aφ を表す式を代入して式
(18.3) を得ることができる。 式(18.3) を整理すること
で式 (18.4) を得ることができ, ボルツマン定数とアボ
ガドロ定数の積が気体定数であることを用いて式(18.5) 
を求めることができる。式(18.5) 中の v は水溶液の体
積 (単位はcm3) であるので式 (18.5) の右辺の括弧内
は電解質濃度が 0 に近づ く と溶媒である水の質量w 
(単位は kg) に近づく。 したがって, 式 (18.5) より式
(2) の右辺の第 1 項は電解質濃度が 0に近づく と表4 中
の式 (19) で近似することができる。 式(19) の右辺は
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式 (16.2) の右辺と同一である。 つまり, 過剰ギブスエ
ネルギーの極限則と関連している。 Pitzer (1991) は
Friedman (1962) が求めた水溶液の過剰へルムホルツエ
ネルギー と式 (16.2) で与えた過剰ギブスエネルギーと
の間での相互変換は式 (13) 中の B や や c や を経験
的係数と見なせば可能であると した。
今度は, 式 (2) の右辺の第 2 項を考える。式(5) で
示した関係式と式(3) と式 (4) で示したK;と1 の計算式
を代入すると表4 中の式 (20.1) を得ることができる。 
式 (20.1) を整理して式(20.2) を得ることができ, ボル
ツマン定数とアボガドロ定数の積が気体定数であること
を用いて式 (20.3) を求めることができる。式(20.3) 中
の dwv71000をw と近似し, 式 (2) の左辺AFnedman, E をGE 
と読み替えて式 (18.5) の右辺を代入すると表4 中の式
(21) を得ることができる。 式(21) はPitzer (1975) 中
のEq. (6) に相当する。
Pitzer (1975) はFriedman (1962) が与えた式に類似さ
せるよう にして式(21) を導いた。 しかしながら, 
G6mez-Estevez (2013) が指摘したようにFriedman (1962) 
が導いた過剰へルムホルツエネルギー には水溶液中での
水のへルムホルツエネルギー が計算に入ってこない。 さ
らに, Fnedman, Eから導く こ とができる過剰ギブスエネル
ギー GFnedman Eは Pitzer (1973) が考えたGEとは異なって
いる (G6mez-Estevez, 2013)。 したがって, 式 (16.2) と
式 (19) の一致も類推による結果である。 
4 “Higher-order electrostatic terms”の計算式
4.1 導出
Pitzer (1975) が考えた“higher-order electrostatic terms”
とは, 式 (12) 中の指数関数 exp (-q,) をTaylor展開し
て2 次の項までで打ち切って近似した時と指数関数をそ
のまま用いて計算した時との違いに相当する。 式(7) 
よりu,Jを与える式は表5 中の式 (22) である。 “Higher- 
order electrostatic terms” のU,J の値への寄与を J,・ と表す
と J, は表 5 中の式 (23.1) として表すことができる。 式
(23.1) はPitzer (1975) 中のEq. (4) の右辺に相当する。 
ただし, Pitzer (1975) はPitzer (1973) と違ってq,Jの定
義式に負号を付けているために式(23.1) 中で q,Jの一次
の項の符号が Eq. (4) とは違っている。 また, Pitzer 
(1975) のEq. (4) には近達力 (短距離間力) のポテンシャ
ルを uy と表して, uJを含む式が示さ れている。 Pitzer 
(1975) は最終的に近達力 (短距離間力) を無視して得
られる結果だけを示しているので, 本報告の式 (23.1) 
と同じ結果になる。 ブレース内のq,, に関する項の順序
を入れ替えて整理して得られる式 (23.2) について計算
を続けていく。 式(4) で示した1 を用いるとq, の計算
式は表 5 中の式 (24) になる。 さらに表5 中の式 (25) 
と式 (26) で定義するyJとx,Jを用いるとq, を表5 中の
表4 AF「'edman, EとPitzer式の GEとの関係
、i 江 靖 弘
= f +2( mcma ca + ,mcmc, cc, + ,mama,0m,)
+ΣΣZmcmaCoa+ ΣΣΣmcmc,ma cc,a+ΣΣΣmcmama,ycaa, (13)
c a c c<c' a c a a<a'
f = - h i t +bi t/2
、
(14)
b 、 1 
h(1 +bi t/2) = bi t/2 _ (bi t /2)2 + (bi t /2)3 + _+ (_1)- (bi t /2)n+ _ (15)3 n
[_ h(1 + bi t/2 )] = _ bi t/2 (16. l)
= _4AφI3/2 (16.2)
_ 
3'2 ''2 (17)Aφ一 l l l l 
kTVK3 





















= - 3/2( ) (18.4)
= -3/2( ) (185)Fn E
= f3/2 (K→0) (19)
RTW 
cfcJ( ,)= ( )( )[〔8 f)2 fzJ( )小2°・1) 
= Ar mmf( ,)( ) (20.2) 
= r mfmJ・( ,・)( ) (20.3)
= - 3/2 +ΣΣm1mJ・ 「 l・ (21) RW I J 41
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= 6 z1zJf1/2 (28.3)
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式 (27) のように表すことができる。 なお, Pitzer (1975) 
中の Eq. (17) で定義されている:,cJには ,cが抜けている
がPitzer (1995) 中で訂正されている。
式 (3) で示したKの計算式と式 (4) で示した1 の計
算式を式 (26) に代入し, 式 (17) で示したAφの定義式
を用いてx,,JをAoと関連付ける。 まず, 1 とKの計算式
を代入した結果を表5 中の式 (28.1) と して示す。 式
(17) を参考にして式(28.1) を式 (28.2) のように変形し
た後, A φを用いて表すと式(28.3) を得ることができる。 
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式 (28.3) より変数;x, は温度と圧力が一定の時にはイオ
ン強度とイオンの電荷数に依存する。
J, の計算式を求めるために式(23.2) 中の変数をx,Jと
y に変換する。 まず, r・, の y,Jに関する偏導関数は表5 
中の式 (29) である。 そこで式(27) と式 (29) を用いて
式 (23.2) の右辺をxy とy,Jを変数とする式に改めると表
5 中の式 (30.1) になり, 右辺を整理して式(30.2) を得
ることができる。 式(30.2) の計算を表6 中に示す。 ま
ず, 式 (30.2) の右辺で最初の積分値は部分積分を行う
ことで求めることができる。 部分積分の結果を表6 中の
式 (31.1) として示す。式(31.1) を計算すると式(31.2) 
を経て式 (31.3) となる。値は式(31.4) として示す通り一 
1 である。 式(30.2) の二番日の定積分は表 6 中の式
(32.1) で示す計算を行って, 式 (32.2) を経て式 (32.3) 
として求めることができる。 式(30.2) の三番日の積分
値は数値積分を行って求める必要がある。 そこで, この
積分値を表6 中の式 (33) のように J2と表すと式(30.2) 
を表6 中の式 (34) のように表すことができる。
さて, 陽イ オンM , 陽イ オンN, 陰イ オンx , 陰イ
オンY が溶解している混合電解質水溶液を考える時に
同符号異種イオン間相互作用を表す とxYの定義式
は表6 中の式 (35) と式 (36) であった ( 江, 2016a)。 
EθJを や0xYと同じ形式で表すことができると考えて
式 (37) を考える。式(37) 中のEλり., E)しn, Eλ は “higher- 
order electrostatic terms” を.λで表したものである。 これ
らの値を式 (21) の第 2 項中の括弧で括った部分から求
める。 “Higher-order electrostatic terms” を考えているの
で式 (21) 中の U,. を J,. に置換しておく。 すると表6 中
の式 (38.1) を得ることができる。式(38.1) の右辺を整
理して式 (38.2) を得ることができる。式(38.2) はPitzer 
(1975) が求めたEq. (24) に相当する。 同じ電荷数の陽
イオンの混合を考える時や同じ電荷数の陰イオンの混合
を考える時にはEθ,Jは 0 になる。
今度は, 式 (38.2) で表したEθJのイオン強度への依
存性を求める。 温度と圧力が一定の場合, Eθyの値は式
(33) と式 (34) よりイオン強度に依存するxJの関数で
ある。 式 (34) よりEθy を求める前に J;2の x,Jに関する偏
導関数を求めておく必要がある。 この偏導関数の計算式
を表7 中の式 (39.1) として示す。 右辺で最初の定積分
は J2を用いて表すことができるので式(39.2) を得るこ
とができる。 式(39.2) の右辺で残っている定積分の計
算を行う。 まず, 計算式を見やすくするためにq,J の x, 
に関する偏導関数を用いる。 この偏導関数は式 (27) よ
り表7 中の式 (40) として求めることができる。式(40) 
を用いて式 (39.2) の右辺の第 2 項は表7 中の式 (41.1) 
として表すことができる。 式(40) を用いて偏導関数の
計算を行うと式(41.2) を得ることができる。式(41.2) 
中で yy が打ち消し合うので式(41.3) とな1りqJをx, と
y を用いて再び表すことで式(41.4) を得ることができ
る。 この定積分は数値積分を行って求めることになる。 
積分値を表7 中の式 (42) のように J3と表しておく。 以
上より J, の x;Jに関する偏導関数は式 (34) より表7 中
の式 (43.1) と して表すことができ, さらに J3を用いて
式 (43.2) として求めることができる。
温度 ・ 圧力が一定の条件下でのx, のイオン強度に関
する偏導関数は表8 中の式 (44.1) である。式(44.1) の
右辺を計算すると式(44.2) を得ることができ, 式 (44.2) 
表 6 “Higher-order electrostatic terms”の計算式
00
-fe-y'Jy, yz = -
0 
=-(0-0)-l -e-y'J I (31.2) 
= 0十( - 1) (31.3) 
= - 1 (31.4) 














=λ -( )λMM-( )λ一 (35) 
' xY-:λx Y -l lλxx -l lλYY (36) 
θ = r 
a -l ' - 
a -,  
(38.1) 
λ f (37) 
(38.2) 
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は ;x, を用いて式 (44.3) として表すことができる。 これ
まで求めてきた結果を利用してEθ,J のイ オン強度に関す
る偏導関数を温度 ・ 圧力一定の条件下で求める。 式
(38.2) の両辺についてイオン強度に関する偏導関数を求
めると表8 中の式 (45.1) となる。式(38.2) と式 (44.3) 
として求めた結果を式(45.1) に代入すると式(45.2) に
なる。 式(45.2) を整理して式(45.3) を得ることができ
る。 
、i 江 靖 弘
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式 (45.1) の左辺は Eθ,J であるので表8 中の式 (46) を
導く ことができる。 式(46) はPitzer (1975) が求めた
Eq. (25) に相当する。 同じ電荷数の陽イオンの混合を
考える時や同じ電荷数の陰イオンの混合を考える時には
θ, の値は 0 になる。
4.2 近似式
これまで示してきたEθ, や Eθ,, の計算式の中で式 (33) 
と式 (42) の右辺は数値計算を行って求める必要がある。 
この計算の手間を省く ためにPitzer (1975) は 2 つの近
似式を示した。 この内の片方がPitzer (1995) 中でも示
されている。 Pitzer (1995) が示した近似式を表9 中に式
(47) として示す。式(47) は xJの値が0.03より大きい時
には2 %以内で数値積分の計算結果と一致し, .x, の値が
0.03 より小さい時には6.0・10 6 以内で一致する (Pitzer, 
1995)。 さらにJ,. のxり に関する偏導関数の値の計算に式
(47) から求められる近似式(48) を用いても支障がない
(Pitzer, 1995)。 表9 中にPitzer (1975, Table II) 中で示
されている数値計算の結果と式(47) や式 (48) を用い
て得られる近似値を示す。 近似式を用いて求めた値は
Pitzer (1995) が記しているようにかなり正確である。
イオン強度を指定し式(47) を用いて25°Cで 1 atm に
おけるJ, の値を計算し, この値を式 (38.2) に代入して
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求められる Eθの値をプロ ッ ト した結果を図1 と して示
す。 さらに, 式 (48) を用いて25°Cで 1 atm におけるJ, 
の :x;,J に関する偏導関数の値を計算し, この値を式 (46) 
に代入して求められるIEθ'の値をプロ ッ ト した結果を図
1 に重ねて示す。 図1 から明らかなように一Eθと .IEθ'の
値はイオン強度が小さい時にだけ大きな値を示す。
式 (1) で示したように“higher-order electrostatic terms”
の 2 イオン間相互作用への寄与をPitzer (1975) は Eθ十
IEθ'で表した。 イオン強度を指定し近似式を用いて計算
したEθ十IEθ'を図2 に示す。 イオン強度が0.1 より大きい
と “higher-order electrostatic terms” の寄与は小さいこ と
が分かる。 
5 まとめ
本報告では, Pitzer (1975) が示した“higher-order elec- 
trostatic terms” の計算式を導いた。 その際に計算式の導
出過程を詳しく記した。 
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表9 25°C, 1 atm における J,J と J, の値 (Pitzer, 1975, Table II) と近似式から求められる近似値
Pitzer (1995) が与えた近似式
J, = 
4十ClxzC2 exp( - C3xz4 
r = 
(47) 
4十[ (CI十CIC2) X1 C2十CIC3C4X- C2十C4]exp( - C3Xl 4) 
a
' yJ [4+ el f exp(_c3f )]2 
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0.0001 0.001 0.01 0.l , 10 
図 1 イオン強度I と一Eθと IEθ' の関係。 Eθと IEθ' はいずれも無次元の量である。 図中で0印をつないだ線と● 印を
つないだ線は, それぞれ, 2 価のイオンと1 価のイオンが混合した時の Eθの値と IEθ' の値を示す。 同様に, ◇印
をつないだ線と◆印をつないだ線は, それぞれ, 3 価のイ オンと1 価のイ オンが混合した時の Eθの値と IEθ' の値
を示し, 口印をつないだ線と■印をつないだ線は, それぞれ, 3 価のイオンと2 価のイオンが混合した時の一Eθの
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,__一ー 一 
- e- 2 : l 
- 3 : l 
一日一 3 : 2 
/ / 
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I
図 2 イオン強度I とEθ+ IEθ' の関係。 図中で0印をつないだ線は2 価のイオンと1 価のイオンが混合した時の値,
◇をつないだ線は3 価のイオンと1 価のイオンが混合した時の値, 口印をつないだ線は3 価のイオンと2 価のイオ
ンが混合した時の値を示す。
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